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Abstract 

본 논문에서는 n개의 꼬인 선으로 이루어진 브레이드를 

이용하여, 유체역학에서 정적인 움직임을 제외하고 

최소 확장값을 가지는 브레이드 형태를 주 파동 및 측면 
파동으로 가지는 경우를 논의하고 있다. 또한 해당 

브레이드의 확장값 계산 및 이 형태가 가지는 이점을 

분석하고자 한다. 또한 이 항적을 이용한 특수 항적군에 
대하여 정의하고자 한다.

In this paper, we aim to discuss the ship-wake form as 

an optimal braid configuration with the minimum 
dilatation in fluid dynamics and the calculation of 

dilatations for the pseudo-Anosov homeomorphisms. 

We consider the advantages of this configuration in 
order to analyze ship-wake image. Additionally, we 

investigate to define a special ship-wake group utilizing 

these braid form.
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1. 서론

현대 유체역학은 유체 내에서의 혼합 방법의 효율성 계산과 그 
성능을 향상시키기 위한 최적의 방법에 대한 방향으로 활발히 연
구가 진행되고 있다 . 이 혼합 효율성을 증가시키는 연구들 중 위상
수학의 매듭 이론이 적용된 유체역학 분야가 존재한다 . 2000년 
Boyland P. L. 등의 연구[3]를 시작으로 , 매듭 이론은 시간의 흐름
에 따라 유체 내를 휘젓는 막대의 움직임을 표현하는 데 사용되고 
있다 . 특히 , 혼합 장치(교반기)에서의 움직임을 다양한 매듭 형태 
중 브레이드(braid) 형태를 이용하여 설명하고 분석하는 것이 최
근 연구의 주요 관심사 중 하나라고 볼 수 있다 . 여기서 ‘브레이드 ’

는 n개의 선으로 만들어진 꼬임을 의미하며 , 이 꼬임은 Fig. 1과 
같이 교반기 내의 젓는 막대가 시간의 흐름에 따라 움직인 궤적을 
표현할 수 있다 .

Fig. 1에 나타난 바와 같이 특정 유체속의 4개의 막대의 위치를 
시간이 수직축인 삼차원 공간에 색깔 점(파랑/빨강/노랑/민트)으
로 표시하면 , 시간의 흐름(Fig. 1에서 시간은 아래에서 위로 올라가
는 방향)에 따라 ‘막대의 위치 변화(자취) 그래프 ’(Fig. 1의 색상이 
있는 끈들)가 생성된다 . 고체인 막대는 움직이면서 서로 합쳐질 수 
없으므로 이 막대의 자취 선들은 결코 서로 겹칠 수 없다 . 결과적으
로 이렇게 생성된 그래프는 서로 겹치지 않는 여러 가닥의 꼬인 끈 
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브레이드 형태를 나타낸다 . 이 브레이드는 대상 유체 
흐름의 특성에 대한 중요한 정보를 제공한다 . 예를 
들어 , 막대가 움직임에 따라 막대 주변의 수면에는 파
동이 일렁이게 된다 . Fig. 1의 5개 회색 평면(각 특정 
시간대) 위에 그려진 검은색 띠가 바로 이를 표현한 
것이다 . 이는 주어진 막대의 움직임으로 나타난 것이
며 또한 이 움직임으로 인한 유체 표면의 움직임을
표현하는 정보로도 볼 수 있다 .

이 복잡성을 분류하기 위하여 Jean-Lus Thiffeault

는 유체의 움직임을 위에서 바라본 형태로 고정하여 
관찰하는 방식을 제안하였다[4]. 바로 앞에서 살펴본 
것처럼 유체의 표면을 2차원 평면으로 막대의 움직
임을 점의 움직임으로 놓고 관찰하는 방법이다 . 이 
방식을 기반으로 Thiffeault 및 2인은 2006년 연구
에서 2차원 평면 위의 규칙적인 움직임과 그에 따
른 움직임의 궤적인 브레이드를 통하여 위상 엔트
로피 값과 해당 움직임에 대한 확산값의 계산 공식을 
정의한다[2]. 예를 들어 Fig. 1에 표현된 브레이드의 
경우 양의 위상 엔트로피를 가지고 있다 . 이 위상 엔
트로피와 확산값을 통해 주어진 교반기 내부의 막대
의 움직임들 중 유체에 대한 확산 정도를 최소화할 
수 있는 방법을 제시할 수 있다 . 바로 3개의 선으로 
이루어진 브레이드 움직임들 중 최소의 확산값은 황
금비와 일치할 때이며 , 이를 n개의 선을 가지는 일
반적인 경우로 확장하면 확산값이 은비율인 경우임
을 Boyland, P. L. 등이 증명하였다[3]. 또한 Daniel 

C. H.는 황금비와 은비율을 확산값으로 가지는 브레
이드 형태를 참고문헌 [5]에서 제시한다 .

본 논문에서는 [5]에서 주어진 브레이드 형태를 응

용하여 확산값을 황금비로 하는 항적의 브레이드 군
을 고려하고자 한다 . 최소의 확산값을 가지는 브레
이드 형태가 항적이 될 경우 해수면과 저항이 가장 적
은 파동의 형태를 따를 것이며 , 이를 위해 황금비를 
확산도로 가지는 브레이드 군을 특수 항적군으로 가
질 때의 특성을 여기서 살펴보고자 한다 . 따라서 이 
연구는 해수면과 저항이 최소한으로 남는 항적 형태
가 무엇인지 확인할 수 있다면 군함 및 수상정 등에 
이를 이용하여 최소한의 저항으로 이동 가능한 함선 
구축에도 적용 가능할 것이라 기대한다 .

2. 최신 연구 동향 분석

2.1 유체 움직임에 대한 위상학적 분석

[4]에서 표현한 대로 매 순간 유체의 표면과 유체
를 젓는 막대들의 위치는 각 평면 위의 점들로 표현 
가능할 것이다 . 그리고 시간의 흐름에 따라 유체를 
휘젓는 점들의 움직임을 공간 속에서 연속적이면서 
반복적인 움직임으로 가정하자 . 이 가정은 선박의 
프로펠러의 움직임과 같이 일정한 움직임을 요구하
는 운동에 적용되기 좋을 것이다 . 이 경우 각 점들의 
위치는 어느 순간 초기 위치로 돌아오게 되며 시공간 
속에서 해당 주기 동안 만든 점들이 움직인 궤적은 
‘퓨어 브레이드 ’(각 시작점의 순서와 끝점의 순서가 
일치하는 브레이드)라는 형태를 가지게 된다 . 퓨어 
브레이드는 미분 가능한 동형사상인  f : R n → R n(R n

은 n개의 점들의 모임)의 함수로서 항상 표현 가능하
며 , 실제로 이 미분동형사상은 해당 유체의 Stokes 

방정식이나 관성이 중요한 경우엔 Navier-Stokes 

방정식과 같은 유체 방정식을 풀어서 얻을 수 있다 .

이 함수 f 를 위상학적 동형에 따라 분류하는 방법
을 생각해 보자 . 막대의 개수가 n = 1, 2인 경우 막대
가 어떻게 움직이든지 모든 유체 운동이 정적으로 
움직임이 없는 형태와 항상 위상적으로 동형이 된다 . 

여기서 Boyland 등은 n ≥ 3인 경우 정적인 형태와 
동형적이지 않은 유체 운동이 항상 존재함을 증명한
다[3]. 실제로 n ≥ 3마다 정적인 것과 동형적이지 
않은 미분동형사상 f 의 그래프는 항상 퓨어 브레이
드의 한 형태와 대응하며 , 이는 미분동형사상의 동형
의 동치류들이 브레이드의 동형 동치류와 정확히 대
응하게 됨을 의미한다 .

Fig. 1. Braid representing the motion of stirring rods[5]
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다시 말하자면 , 미분동형사상의 동형 동치류는 해
당하는 퓨어 브레이드의 동형 동치류에 대응 가능하
다 . 예를 들어 Fig. 1에서 보인 색깔 선들과 같은 브레
이드 형태를 가지는 두 개의 미분동형사상 이미지가 
있다고 가정하자 . 이 때 한 브레이드에서 끝점들을 
고정시키고 끊김 없는 유한(有限) 번의 연속적인 움
직임으로 다른 브레이드 형태로 변화하는 것이 가능
하다면 , 이 미분동형사상들은 위상적으로 같다고 볼 
수 있다 . 즉 , 이 유체의 움직임들은 Birman[9]이 제
시하는 브레이드 군의 원소로서 대응하게 된다 . 즉 , 

각 브레이드 단어(브레이드의 동형 동치류를 표현
하는 단어)들이 σ i σ i+1σ i = σ i+1σ i σ i+1 및 | i – j | > 1

일 때 σ i σ j = σ j σ i를 허용하는 두 가지 연결자로 인
하여 변경 가능하면 유체의 미분동형사상들이 위상
적 동형임을 설명할 수 있다 . 즉 , 교반기 막대의 개수
가 n개일 때 , 브레이드 군 B n 안의 원소들로 위상적 
동형이 되는 교반기 막대들의 움직임을 모두 설명할 
수 있게 된다 .

2.2 유체 움직임에 대한 미분기하학적 분석

2차원 다양체를 분류하는 Thurston–Nielsen 분
류이론[1,7]을 이용하여 미분동형사상 f 를 분석하기
도 한다 . 이것은 f 가 반복적인 미분동형사상이거나 , 

분리된 유한개의 교차하지 않는 닫힌 고리들 , 또는 
pseudo-Anosov 함수인 미분동형사상 중에 하나와 
항상 동형이 된다는 이론이며 , 미분동형사상 f 가 항
상 f ′과 동형이라는 사실과 해당 막대의 움직임이 정
적인 움직임이 아닌 경우를 가정하면 f ′이 pseudo-

Anosov 함수인 경우로만 한정시킬 수 있다 . 이 경우 
주어진 함수는 2차원 면 위 영역의 단위길이를 축소

( × 1
�) 또는 확장( × λ )시키는 함수가 된다 .( λ > 1) 그 

때 λ를 확장값이라 부르고 log λ를 위상적 엔트로피
라 부른다 .

주어진 함수가 유한개의 특이점을 가지는 함수라
면 대응 가능한 pseudo-Anosov 함수를 항상 가지므
로 , 각 미분동형사상에 대응하는 브레이드마다 확장
값들을 정의할 수 있다 . 예를 들어 교반기 내의 막대 
4개를 퓨어 브레이드 σ1σ2

–1σ3σ2
–1에 따라 움직이는 

경우 Fig. 2와 같이 시간의 흐름에 따른 유체 표면의 

변화를 만들어 내며 , 이 경우 확장값 7 + 3√5
2

(대략 

6.8)를 가진다 . 하지만 퓨어 브레이드 σ1σ2σ3σ2에 따
라 움직일 경우에는 2를 가지게 된다 . 즉 , 첫 번째 퓨
어 브레이드 σ1σ2

–1σ3σ2
–1의 경우가 훨씬 빠르게 유체

를 뒤섞는다고 볼 수 있다 .

(a) EKF is not applied

(b) EKF is applied 

Fig. 2. In a mixing device, fluid patterns obtained by 

motions corresponding to σ1σ2
–1σ3σ2

–1 and σ1σ2σ3σ2[5]

3. 황금비 확장값을 가지는 브레이드 형태에 대한 
특수 항적군

참고문헌 [3]에서 2차원 곡면의 곡면종수를 g = 1, 

…, 8까지 고려할 때 , 이 2차원 곡면들 사이 pseudo-

Anosov 위상동형사상의 최소 확장값은 X 2g – X g+1

– X g – X g–1 + 1 = 0 방정식의 가장 큰 해와 같다는

사실이 밝혀져 있다 . 이는 (황금률)
2

� 에 근사한 값이

며 , g = 1인 상황에서는 정확히 (황금률)2인 값에 대
응된다 . 이에 Boyland 등은 이 값을 가지는 브레이드
를 소개하였다 . 바로 n = 3에서 황금비의 연분수인

1 + 1

1 + 1

1 + 1
…

형태와 관련된 (σ1σ2
–1)k 형태의 브레

이드들의 확장값을 정확히 계산해 보면 3 + 2√5
2

(황

금비 값 
�1 + √12 + 4�

2
의 제곱수)에 해당한다 . 이를 
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일반화하면 , (σ1
m σ2

–m)k의 확장값은 �� + √�2 + 4�
2

로

황금비의 일반화라고 불리는 은비율의 값을 가진다 . 

하지만 은비율에서 m > 1인 자연수의 경우 황금비보
다 큰 값이 되므로 , 이 논문에서는 황금비를 확장값
으로 가지는 브레이드들의 부분집합을 정의하도록 
하겠다 .

우선 황금비가 확장값이 되는 브레이드를 가지고 
정의되는 막대의 움직임이 배의 항적과는 어떤 관련
성이 있는지 항적의 입장으로 해석하면 다음과 같
다 . 앞서 살펴본 시공간 3차원 속에서 정의되는 브레
이드 그래프의 시간축을 수평 방향으로 눕힌 상태
를 고려하면 시간의 흐름에 따라 프로펠러가 수면을 
치면서 지나가는 항적 그래프로 해석할 수 있다 . 이
경우 확장값은 수면과 프로펠러 사이의 저항값으로 
변할 것이다 . 따라서 수면과의 저항값이 가장 작은 
항적 브레이드를 모은 부분군을 정의할 수 있게 된
다 . 이를 위해 정적인 상태와 동형이 아니면서 최소
의 확장값인 황금비를 가지는 브레이드인 (σ1σ2

–1)k

를 생성원으로 두는 부분집합을 떠올려 보자 . 만약 
이 집합에 항적 브레이드들이 가지는 조건인 연결원
이 어떤 형태로 바뀌게 되는지를 추가로 정의할 수 
있다면 , 최소 저항값을 가지는 항적 브레이드들의 부
분군을 정의할 수 있을 것이다 .

저자의 이전 논문[7]에서 선박항적의 특수군이 B9

의 부분군으로 표현되며 각 측면 파동과 주파동이 
각 B3로 구성되어 있으므로 이 군을 기준으로 할 것
이다 . 이미 위에서 언급된 황금비를 확장값으로 가
지는 (σ1σ2

–1)k 또는 (σ1
m σ2

–m)k을 생성원으로 가지는 
부분군으로 정의하려면 해당 생성원을 대상으로 하
는 연결원이 어떻게 정의되는지 확인해 보자 . 일반적
인 선박항적을 표현하기 위한 군의 연결원은 식 (1)

과 같다 .

�1 �2 �1 = �2 �1 �2 (� = � , �, �) (1a)

�2 �1 �2 = �1 �2 �1 (1b)

�1 � 1 �1 = � 1 �1 � 1 (1c)

� 2 �2 �2 = �2 � 2 �2 (1d)

� 1 �2 � 1 = �2 � 1 �2 (1e)

�1 �2 = �2 �1 (1f)

�1 �1 = �1 �1 (1g)

� 2 �1 = �1 � 2 (1h)

� � �1 = �1 � � (� = 1,2) (1i)

�� �2 = �2 �� (� = 1,2) (1j)

� 1 �2 = �2 � 1 (1k)

� 2 �2 = �2 � 2 (1l)

�� �� = �� �� (�, � = 1,2) (1m)

� � �� = �� � � (�, � = 1,2) (1n)

여기서 , a1, a2는 외편 측면 파동의 생성원 , b1, b2는 
주파동의 생성원이며 c1, c2는 오른편 측면 파동의 
생성원 , t1, t2는 측면과 주파동 사이 간섭파동의 생
성원이다 .

이 연결원들 중 (σ1σ2
–1)k 형태만을 가지는 브레이

드 , 즉 황금비율을 확장값으로 가지는 브레이드들의 
부분군을 정의하기 위한 해당 연결원을 계산하였다 . 

이를 위해 (1) 기존의 B9 부분군에서 측면파동 , 주파
동 , 간섭이 일어나는 부분을 각 B3군으로 세분화하였
다 . (2) 그 후 황금비를 가지는 생성원으로 한정시키
기 위하여 왼편 측면 파동의 생성원은 a1a2

–1, a1
–1a2로 

한정시켰으며 , 주 파동의 경우 b1b2
–1, b1

–1b2로 , 오른편 
측변파동 역시 c1c2

–1, c1
–1c2인 생성원으로 구성하였

다 . (3) 이렇게 정의된 생성원을 대상으로 연결원을 
식 (2)와 같이 재정의할 수 있었다 .

�1 �2
− 1 �1 = �2

− 1 �1 �2
− 1 (� = �, �, � , � ) (2a)

�1 �1 = �1 �1 (2b)

�1 � 2
− 1 = � 2

− 1 �1 (2c)

�2
− 1 �2 = �2 �2

− 1 (2d)

�2 � 2
− 1 = � 2

− 1 �2 (2e)

� � �� = �� � � (� ≠ � , � ∈ {�, �, �}, � ∈ {�, �, �}) (2f)

(4) 최종적으로 이 군표현을 가지는 B 9 부분군을 
황금비 확장값을 가지는 pseudo-Anosov 특수 선박
항적군 p S9으로 이름 붙이고 , 이 군의 원소를 항적 형
태로 가지는 경우 해수면과의 마찰값이 가장 적은 황

금비 3 + 2√5
2

의 항적을 가지게 된다 .

4. 결론

항적의 브레이드 군을 pseudo-Anosov 특수 선박
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항적군 p S 9으로 두었을 때 , 해당 항적을 가지는 선
박은 시계방향과 반시계방향이 한 칸씩 어긋난 형태
(σ1σ2

–1)k의 항적을 가지게 된다 . 이를 선박에 적용하
면 실질적으로 프로펠러의 회전은 ∞ 모양으로 양
방향으로 휘돌아감는 형태가 되어야 한다 . 이런 형
태의 모터가 없다면 , 차선책으로 위치가 이웃한 형태
의 프로펠러가 각자 반대 방향으로 돌아가는 방식
으로 적용 가능할 것이라 예상한다 . 그 궤적은 Fig. 3

와 같은 형태일 것이며 , 이 궤적에 대한 연구[8]를 이
용하면 해당 항적에 대한 추가 연구가 가능할 것으로
기대한다 .

Fig. 3. The pattern related to the motion of stirring rods 

whose dilatation as the golden ratio[8]

Pseudo-Anosov 특수 선박항적군 p S 9의 경우 , 이
웃한 문자들의 승수 부호가 플러스/마이너스가 번갈
아 바뀌게 되므로 측변 파동 및 주 파동의 구별이 더
욱 쉬워진다 . 이를 이용하면 해당 항적의 간섭 정도
의 파악이 일반적인 항적보다 훨씬 쉬워질 것이라 예
상한다 .

후속연구로 황금비의 일반형인 은비율 m과 관련
한 pseudo-Anosov 특수 선박 항적군 p m S9로 두게 
되면 선박 항적의 형태가 어떻게 되는지 관측 중이
며 , 황금비와 관련한 pseudo-Anosov 특수 선박 항
적군 p S 9과의 차이점을 비교 분석하여 더 자세한 결
과를 도출할 수 있으리라 판단한다 .

추가로 유체 표면에서의 움직임의 영향력을 계산
하는 법을 큰 단위의 움직임 , 예를 들면 해류의 경우
로 확장하여 고려할 수 있다면 단순히 항적 외에도 
더 넓은 영역에서 (배의 항로 등의 계산법 등) 이용할 
수 있을 것으로 기대한다 . 
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